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Al estudiar los polinomios de Legendre, comprendimos que podia generalizar-
se la funcidon que dd origen 4 los mismos, y afortunadamente encontramos otros
muy notables que bien pueden procurar nuevos puntos de vista para el andlisis.

En toda esta serie de polinomios, se encuentran leyes de parentesco que los
unen, dando cardcter y fisonomia propio 4 todos ellos.

Para mayor claridad partiremos del estudio conocido de los polinomios de
Legendre, para entrar luego en los que nos atrevemos 4 designar bajo el nombre
de Laureanos, como generalizacién de los primeros.

SECCION 1.

1.—Estudio y propiedades de la funcion X,

1
Sea (1) v=(1—2x242")" ¥ =X +X,z4X,2*'+.... ;
en esta funcion se supone x <C 1, hallindose z, comprendida entre o y 1; el coefi-
ciente X p es funcion de x, y constituye el término general de los polinomios de
Legendre.
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Mualtiples y variadas son las consecuencias que caben deducirse entre las fun-
ciones precitadas, siendo las mas notables las que 4 continuacion se expresan:
1.» Consecuencia.—La funcién u satisface & las dos ecuaciones diferenciales:

& du du 1___
(2) (dx + clz)u"“ux

du du
(3) dx (x—z) iy dz

En efecto, derivando (1) segun x 6 z , se obtiene:

Sumando sencillamente estas dos igualdades, resulta la ignaldad (2).
Si se multiplica luego (a), por z—z, y la (b), por z, después de restar dichas
dos ecunaciones, se obtiene la (3).

2.» Consecuencia.—Entre las funciones X y susderivadas puede establecerse la
igualdad siguiente.

(4) (n+1)X,,,—Co+1)xX,+(n—1) X, _,
dX pn—y dxn._z:

dX.,_ ) sty

2 d x Gits X dx

En efecto, en la ecuacion (2), se puede reemplazar % ,por(1 —2xz+4 2%, y

sus derivadas por los desarrollos correspondientes i 14 série X o 4+ X, z +..., é
igualando luego los coeficientes en z 0, se tiene:

[(ﬂdix_ (il—)i—‘z-{-...)+(xl+ﬂx,z+...)]X(i—?xz—}-z'):

(x, 4+ X, 24X, 2 +) X;

de donde se deduce inmediatamente la ecuacion (4).
3." Consecuencia.—Dos funciones consecutivas estin unidas por la igualdad.

d X n_*dxn—i .

(5) DX,,::X

dx d x
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Para deduecir esta consecuencia basta tomar la ecuacién (3), 6 sea:

Sustituyendo valores como en el caso anterior, se obtiene

(ddxxn 64 (ililz + dd);‘z’ +...) (" _Z) =

2(X,+2X,2 43X, 2 +..);
luego al igualar los coeficientes en z », resulta:

ix...ll. X b —1n K .
S dx vk A
conforme 4 la férmula (5).
4. Consecuencia.

J Relacion entre tres funciones consecutivas:

dX 49 dXpn—1
(211—1—1)}{"_- o BT

Para demostrar esta igualdad tomaremos la igualdad (4), sustituyendo en vez

de (n + !) Xng1,¥ (n - 1') X n— 1, los valores de (5), 6 sea

: dX dX,
i (u—{-i)}\u_;_:: d"t+1x_

dx
- ___dxu—~1 an_g
(n——i))\u_1_ 5 S
resultando en su virtud:
an_{_i dX, dX 4
dx Fie dx —(2u-|—i)x.‘(n+~-dx <
dX,—2 dX , i B R dXag e
s o L,
dx +dx e SN ) g
simplificando
- __dxll-i-—l dxl]_i
(6) (2n+1)x.,_ e

5. Consecuencia.
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Si se cambia n en n-2, n-4,... en (6), se obtiene

(2n-——-3)X.._2:dX"_1 dX,_3

dx i, 0%
._ » dX 3 an—s
<9 &3 h — T .
(..n J)X""&_ dx dx

Sumando todas estas igualdades desde (6), se deduce

an{-‘!_ ,
—d'x—'——(gﬂ—}'i)hu-l‘ QH_S)XH—Z
+ (2 n—7)xn_4+...+3xt. (n impar)
(l;\’n-}.l_ ) ), )-
St = (2041 _x"+(2n—3 Kihor

+(2n—-7)Xn_;+...-[-SX,-[-X{,.(n par).

dX, . d X,

TR B
ducen inmediatamente de la funciéon u, y su primera derivada respecto 4 z,
suponiendo luego z = o.

Esto en el concepto de que =1 = X,, cuyos valores se de-

d X,

|
2n—
d x _-(...n 1)K'1"|+

(‘211-5))("_:1-{—...

Sumando los dos resultados obtenidos, se tiene:

‘”:l“"r'q-"d);“ =@o4+ )Xo+ @n—1)Xn-i+..5X,+3X, +X,.

Si cambiamos n 4 4 en n, resulla

6.* consecuencia.
Relacion entre dos funciones consecutivas.

(an-{-i_‘an

(7) (04 1) Xn="—1% o

Para obtener esta ignaldad, basta tomar las (5) y (6), 6 sea

{IK.; an—-‘l_ =
(1x~x_T"_n‘\" .
__an-!-t (IX]]—I

2 C 22 .
BRH DA s dx’

las que sumadas dan directamente la expresion (7).
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7.2 Consecuencia.
Deducir las igualdades que 4 continuacidn se expresan:

an+I ‘)X{-i—& (Ixn_i

®) ‘\":_Efx 8 i 2 i dx
(9) (n+1)X;1+|—(2n+1)xXn+an_1:0
Sumando (5) y (7), 6 sea
(1X]]' an—i__ 4
T e W
= _dX|]+1 (IXH
(I]‘-]-i})tn—w—*ax—*‘x = N

resulta inmediatamente la igualdad (8).
Para demostrar la (9), tomaremos la (&), 6 sea
m+N)Xnp1—2n4)xXn+0—1)X 0y

an an—-f (IXn.—.E
— 2 =
* dx b dx d x i

en el supuesto de expresar los tres tltimos términos por X »— ¢ segiin se des-
prende de (8), luego:

m+)Xnp1—2o41)xXus 4+ 00X 1=o0.

Segin la férmula (9) pueden deducirse particularmente los polinomios de
Legendre con solo saber que X, = 1, y X, = x, conforme 4 los valores de u
y su primera derivada respecto 4 z, cuando z = o,

Asi pues, se tiene

)\,—_*-g—t\’l-——:——}\“:: t'—-—;—
x,:;}xx,—%—x;:; vc‘——;-x
o e s O
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Y en general
1.35...(2n — 1) s 1.35... 2n—3) 1

{ = — — xnh—12
e Y YA 123..(0—2) 2 °
DB a8 Ay ‘
W TR Y SR A
¢ también
; 1.35... 20+ 1) 1.35...(2n—1) 1
et ns {E P ERRRLR BTy ) e gidigidia 1
SRR e ) FRB ) B b
—Sintesis.

La funcién X, es entera y del grado n en .
Todos sus términos son de la misma paridad que n, y alternativamente posi-

tivos y negativos.
Cuando x = /, todos los polimonios de Legendre, se reducen & la unidad.

2.—Formas de la funcion X,

FORMA DE LEGENDRE.
et
Seau=(1—2zx+12) * =Xo+4X, z+..
Esta expresion cabe desarrollarla del modo siguiente:

sy 1 4 8
n=[1—z(2x—z)] 2=l+?z('2x—z)+-@—z—z’(ﬂx—z)‘ﬁ—...
13...2n—1
-k 2'&.("2[[ )z"(‘.!x—z}"—l—...

Tomando la suma de valores que corresponden 4 sz 7%, tendremos la expresién
de X p, 6 sea

135..(2n—1) __ 135.(2n-—3 1

Xn = - o v, ke
123....n dwer 123..(n—2 2
1.35... (2a—08) .4 _©
AL =t A L
® 3 Ein? _
~A38.@n—N)( . n@—A)i, 4

n! (" T 2(2n—1)

nn—1)0—2)(n—3) ., )
+ 24 (2n—1)(2n—3) "A‘ ey
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FORMA DE RoDRIGUES.

1.35... (2n — 1)
n!
nos por 2.4.6....2n=2. 1" n ! resulta:

Si el coeficiente

, se modifica multiplicando ambos térmi-

2n...5.4.3.2.1 _ 2n(2n—1)...(n<+1)
22nln! 2 2np | 3

Al fijarnos con la ley que se descubre en el desarrollo de X , segiin la formula
de Legendre, el término generalde 2 n ! X y,, podra escribirse del modo siguiente:
(—1)m2n(2n—1)..(n4+1) x

n{n—1)...(n—2m +41)
24...2m(2n—1)(2n—3)...2n—2m 4 1)

2n(2n—2),..2n—2m 4 2)
2. 4.6...2m

2n—2m)(2n —2m—1)...(n —2m 4 )x n—2m —

X

xnh—2m

—_ (_. i )m

n(n—1)...(n—m+41)

ok ke m !

X

2n—-2m)2n—2m—1)...(n —2m -} 1)xn—2m

Ahora bien,
In—2
@2n—2m)@n—2m—1)...(n—2m+ nxn—':m:dn%
El término general 2 nn ! X, , toma pues la forma

dn [(_i)m nn—1)(n—2)...(n—m41) xtn—zm] :

d xn m !

luego X, = _gﬁiu—! d "—“-(d_T]i)n——

METODO DE JACOBI.

Sea y=x+ %(y?— 1), (1) de donde

1 1
= — —_ i 2
ot +z Vi1—2xz24z , luego

dy

T =(—2xz+20)-F , (2)




s B

Si se aplica 4 (1) la férmula de Lagrange, se tiene:

oot 134 d
Y= xsbig (x-—l)—|—ﬁ?ﬁ (x* ==1) .5

dn—1(x* — )
"lxh—l

s

y por consiguiente derivando resulta:

dy d(x* —1) zn dr (x*— Q)n

z
SruEkes fak rEane e s

+...

1
Si recordamos que (1 —2xz 4 2°)~ 2 = X, + X, z+... en virtud de (2),
se deduce

1 do(x*—A)p

R n!2n d xn !

cuya formula es la misma que la de Rodrigues.

3. —Polinomios de Legendre en forma de inlzgral,

Considerando la funcionu=(1 —2xz 4 2') " % en el supuesto de estar
la  comprendida entre — / y }- 4, se podra igualar & cos ¢, de donde

i

u:u—‘.’.cos;cp.z-i»z')"":; — \/

Antes de pasar adelante, demostraremos que:

1 FE . in dw
Va* + b ﬂzf(, a—by—1cosw

En efecto,

1f—3‘5 dw T fﬁx a+b\/—1cosw e
2%J o a=—bV—-1cosw 2% Jo a* 4 b*cos" w

fz: adw i 1 ”'2-1 b\/—1 cuswdw
2xJ o a4+ Dbcos’w 2% Jo a4 Dbcos’w
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Ahora bien,

1 .f‘z ™ adw _ 1 = asec wdw
2r a* -4 b* cos® w "“QzJO b4 a®sec* w

0
2% asec’ wdw
2% o a* Db +a‘tg*w

D adlgw
o @b 4atlg'w

Respecto 4 la segunda integral

2% b\ =1 cos wdw

J“Eﬂ bV -iceswdw se podra escribirf
o a4 bcos’w '’ p ' o a' 4 b* cos’® w

=2 (" ba\,/_; ;,U(?;S:v“?w = 0, supuesto que debe verificarse la igualdad
4]

k3

J"T cos wdw *n cos wdw
o @+ b*cos*w _a’bcos’ w

2

Asi pues en definitiva se tiene;
1 2% dw 1
2= _J a—b\V—1csw VaFxb
Al aplicar esta formula en el caso particular que nos ocupa, resulta

2% dw
o 1—zcosg—zsen ¢\/ —1 cosw

dw
1 —z(cos g+ \/ —1sen ¢ cos w)

W
ALY

Efectuando la division

2%
f‘ dw }1 -+ z(cose+4 \V —1 sen ¢ cos w)}

"0

w20 (cos ¢ 4 \/ —1 sen g cos W)" ...




—
luego

/B -

1 & = 3
Rop B o ‘ (cos ¢ -+ \/ — 1 sen ¢ cos w)" dw;
- ", o

o bien

[ﬂ{x +V =1 V1—x cosw)r dw;

0

e

esta formula nos da los polinomios de Legendre en funcién de integrales defi-
nidos, conforme nos habiamos propuesto determinar.

SECCION 2.:°

Funciones Laurcanas. andlogas 4 las X, de Legendre.

1.—Estudio de la funcion L', 6 sea

1

U= — =
‘U-i —3x*z+43xz'—12°

1
=(1—3x"z+3xz2"—1z) 3.

Derivando segtin z, resulta:

du AN 2 S ate s b .
i -={d —-3x'z2 | 3x2*—2)) 3 (x'—2xz4 27
dz
d*u ./ -2 r ol 1_? 2 5] 4 P
g =41 —3x*z+43xz2"—1z") I (x*—2xz+ 2
dz

&
—2(1—=—3x'z+3x2*—2))" ¥ (x—2z)

d* u

10
e =28(1—3x"z4+3x2"—2")" T (x"—2xz+42)

7
—16(1 —3x*z+3xz'—2") § (x—z)(x"—2x1z 4 2%

-—8(1—3x‘z+3xz’—z"}__:l_ (x* —2xz+4 2%) (x —12)

b
+2(1—3x"z+3x2"—1z') T
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Ahora bien, segun el teorema de Maclaurin, se liene
du

U:U0+( dz )nz—l__ijzj_

Los valores u, , ( n )“, (_dj__u_)“

dz d z*

v (), #

constituyen las funciones Laureanas, que en esle caso designaremos por L,’, L,
, ¥ que son polinomios enteros en z, andlogos 4 los Xn de Legendre.
Determinemos una férmula que facilite hallar, dadas las primeras funciones,
las que siguen 4 éstas.
Considerando otra vez la funcién

= . ; (1)

:/-l—lix"z—i—{sz‘—z*

cabe escribir
e=1FL e+ L 24 @
Derivando (1) y (2) segtin z, se tiene

xX*—2xz-+42

v =L +2L z+...
1—3x"z4+3x2"—1z)
Luego
(x‘—?xz+z’):(l«-3x'z—]—3xz’—z“}%(l,l'—i—QL,‘z+... ;
Igualando los coeficientes de z™, se obtiene

X*L'm—2xL m—1 4+ Lhn2=3x (m g 1) L'm—1
—3x'm L’'m "|" (m + 1] L,m-{-1“- (ﬂl — 2} L’m—ﬂ .
De donde

cimx @i —x0m 1 Bn_yt@=)Ln_y

ik i m + 1

Suponiendo m + 1 =n , se deduce

g
(a) < Iy e 20

Esta formula se relaciona con la que hemos hallado ya al tratar de los poli-
nomios de Legendre, y que se expresa por
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De la férmula (a) pueden deducirse los valores siguientes, cambiando n en
n—4,n—2 &.

Asi pues

R 311_—1.; SR e 3nn—1'? xL’n_z.—I-n TL’n_a
Lu—2= 3;‘:; x* L'n —3 — 3;1__.;" X L'a—s 4 E:": S
Linsg— 30—_&7 x’L.._.x,—al:]:::?’ x L'n—s5- n:g L'n—s
L’.,,,:E.i'}r_fz_"'*x*m._.-;—%xL'.,_.,»-;- ﬁ'_“%u,,_v
L'u—sz%-XSL'n—G—3Tn-—__—;E—XL’n—T+ E:; L'n—38
L'.._u:%x*L'.,_q_:t’%?zxL’.,_s+-_z_:%m,_g

- . . . . . - . . . . - .

Sustituyendo estos valores en L', resulta dependiente de tres L’ conseeu-
tivas cualesquiera.

2.—Consecuencias de la funcién L’
1

Sea u=(1—-3xz2438x22—z2)"F5 =
"—'-_'L‘u +L‘lZ+L“zq —|—._-

Derivando segiin z y z, se tiene

4
du :_i_( )h P X —3(x*—2xz412) =
dz 3

=u'(x*—2xz 417",
&
ot SR TR i St d - S it e
dx 3

=u'(2xz—1z2  dedonde:

du du | ;
EEpi S

du : du
VL ' 9 1
dx(x 2xz4 2" = - 2xz—12";
6 sea
du (x—z) =2 (2x —2) 40 (b)

dx dz
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- 1
Sustituyendo en vez de 4 Su valor { —32"z4+3xs*— 5, yen vez

de u, y sus derivadas, sus valores, igualando luego los coeficientes de zn, re-
sulta de (a):

(ﬂ +1) L’y --|-'l_‘1’it (31'1—]'1) L’y +3X(ﬂ— 1) L'n_1

= - d I"n 3 d L.u —1
'—(ll-"'z)l.-n-‘?,“-l" s —3x dx"—
~dLn—2 dL'n—3
ek S i d x i

Tomando los valores en (b), se deduce
2xnly—(0—1)Ly—i1=

LA d L," s d L’n - + d L‘n =Y

d x b d x d x

3.—Estudio de la funcion 1”.

1 27
Sea u = — = ) &

e PO e

Derivando, resulta

du 1 Ay

ke (REES X —4(x*—3x"z24+3xz"—12Y
[
2 1 pe o
3;: iy Z ( ) ; X16 (x*—3x*z43x 22—z
EAee iy
_‘T( ) X—4&X—3(x*—2x2z+4 2"

[ 3
Lu k= 1 I.u R sy L e \E = Y x*
) y Lay 2 9
45
Lo 5 X' ——— x®4x

4.—Consecuencias de la funcion L”.

Considerando otra vez la funcién bajo 1a forma de serie

1
B TSN FL LT
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Derivando respecto & z, se halla
5
1 _T 3 1 ] 1 3 n L o "
n ( ) ¥ —tx*—ax'z taxy —H) =L, +2L72 ...

de donde
x*—3xz+43x2 —2(L"+L"z+ L2 +...)
=( J)L"+2L"z+...)

Igualando los coeficientes en z", resulta:
L”u x! — 3 X L”“ AT + 3 X IJ”[], — ) L”ll — 3=

(A) =41 L% 1 —4nx*L%+ (0—1) 6 x* L'n —1— (0 —2) bx L’n—2
+ (n — 3) L'n— 3.
Cambiando n 4 / en n resulta: \

I X —3x a4 32 -3 — L —
=0l —4(m—1)x*L" -1+ n—2)6x*L%n—2
—n=3N4xL'n_34+ (m—4 L'n—4;
de donde

o n—3) XLy — En—9x L0 s
Nty n
+@hn—9)xL n_3—Mm—3)L" n—s
n

5.—Generalizacion de la funcién Laureana.

De la férmula (A) puede deducirse un desarrollo que comprenda lodos los gru-
pos, correspondientes 4 una funcion general, tal como
1
m (m—1)
1. 2

un=

1
Xm-—? 72 +.__ .,i_ Zm} m

A—mxm—1z4

Al designar por K = m — 2, el nimero de acentos de I, 6 unidades enteras
segun se desprende de la férmula (A), se obtiene:
kK k41 % s k41 -k k=1 %
L x —k+Hx L+ s T

g iy k42 K44k
=m+14) L WY Semena e n x L 4
+ l'k+21)(]:,‘+ 1)-(n SN e
. : ¥
= Py {_k_—{’ _'f_l_(l{ +_“b_ (!1 — '-2‘; _\'k s I;:: 2 —l— e )

1. 2. 3 ey




o,
de donde
. . 2Tk R Wk 4 1)+
Ln L= o
k+Dk+4+2(n—1)) «
n—+1

En virtud de lo que precede podremos dar una tabla de funciones Laureanas,
comprendiendo en ellas las de Legendre en el concepto de expresarse por L*, = X,
¥ bajo la forma que sigue:

\ m 0 San '8 ’ 4 rer m
) L bR AR TR sy i ST g
5
m \ A r r " re m
| e = X,, | i kel | Pod e L,
m o B r ’ f) rtr m
Epity = X., 45 LY, e, A
L 4
. . .
m { o — - \ 14 Hr m
L m L m ] TTme “m9 * ms Y omyeee L m ok

Segun estos preliminares, cabe expresar una funcion bajo un concepto bien
i general, pues, en vez de hacerlos dependientes de X,, que es una parte de la serie
indicada por el cuadro (B), pueden entrar los valores de L,™, L,m, ... en que cada
uno de ellos da lugar 4 una serie de otras L.
De todo lo dicho se infiere que una funcién n formada de términos irra-
cionales en # y z, la podremos expresar por otra entera y racional en potencias
crecientes de z, cuando dicha funcién sea de la forma

1 1
ST yi—2xit7 T JT-3xitdxr_z T

Asi pues podremos escribir
u=Lm4+Lmz4Lmz"4...
=L '+ Lo+Lo+... )+ (Lo+ L'+ L 4...)z
+ @, + L, + 17 +...) 22 +...

Por los desarrollos que preceden, sabemos que todas las cantidades que estdn
dentro del paréntesis son polinomios enteros y racionales en x, debiendo
oscilar sus valores, segiin los limiles supuestos para z, entre valores finitos.
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Ahora bien, al multiplicar ambos miembros por d z, é integrando, se tiene

2, itk BRIV,
tr\/lmﬁla— + fs'\/ f—3xz+38x2—72° e

=0 e A DR R, & B e

Para conservar la convergencia de la serie, conviene limitar los valores de
z entreo y 1.

Facilmente se concibe que en la familia de funciones que venimos estudiando
existen dos especies; unas de grado par; otras de grado impar; ambas tienen la
misma ley para = {, pero no resulta lo propio para r = — {, pues mien-
tras las de grado par toman los diferentes valores que produce la expresion
(— 1),n en cambio las de grado impar dan valores que crecen indefinidamente &
medida que los acentos de L, aumentan.

6.—Terminaremos este lrabajo dando una tabla de los primeros valores de
L deducidos de las férmulas generales correspondientes 4 Len , L'n, L% ...

Tabla de valores de L.

0
Para L“

Para L'n

3n—12 dn—14 n—a ’
—— XL ———x :n—?“"—"]—ln—ﬁ;
n n n

: BN —
b=l sl 0% =— X0
Para L”n
6n—9

—x"L"n—1—4-~I x"L' -3
I

xL'n—3— ﬁ L”

n—4&.

Imprenta de Jaime Jepias, calle del Nolariado, numero 9,

P . =S R C




